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Correction Devoir maison n°3

Exercice 1 - Calculs de Somme

Calculer les sommes suivantes et donner le résultat sous forme factorisée et simplifiée :

1. On calcule 2. On calcule
Skk—2) = Y kK —2k oot = 2?2y
k=0 k=0 k=2 k=2
= Zk2_22k _ xQZ(xQ)k
k=0 k=0 k=2
_ nn+1)@2n+1) 2n(n +1) 2 1— ()1
6 2 1—x2

= n(n+1) (271;—1_1) _ 6 (1—(x2"_2>
_ n(n+1)(2n_5>

6 On a donc
S 2) - M0 D) ST [y
1 — 22
k=0 k=2
3. A l'aide du changement de variable, j = k — 3, 4. En utilisant le bindme de Newton, on calcule,
on calcule
(k-3 = Y4 > ()2 = 2y ()2t
~ im0 \F o \F
k=4 7j=1 = =
~ (nn+1) ? = 2x(2+3)
B 2
Donc

Alinsi,

S (M) 2 (i) oee

k=4
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Exercice 2 - Puissances de matrices

I - Cas d’une matrice de My(R)

On consideére les suites (a,)nen €t (by)nen définies par ag = 1, by = 2 et

Ap41 = 3a, + bn
bn+1 = —2a,

. . 3 1 1 =2
ainsi que les matrices A = (_2 0) et P = <_2 5 )

Résolution numérique

1. Recopier et compléter le programme scilab suivant permettant de calculer le 100eme terme des suites

(an)nEN et (bn)neN-

//initialisation
a=..1..
b=..2..
// calculs
for k = 1: ..100..
temp = ..a..
..a..= 3%xa + b
b = ..-2xtemp..
end

// conclusion
disp(’Le 100éme terme de la suite a est" + string(..a..))
disp(’Le 100éme terme de la suite b est" + string(..b..))
Résolution en utilisant les suites
2. Pour tout n € N, d’apres la premiere équation,
Upy2 = 3an+1 + bn+1

En utilisant la seconde équation, on obtient alors

Vn € N, Apy2 = 3an+1 — 26Ln.

3. On résout I’équation du second degré

2 =3r—2<=12-3r+2=0

Le discriminant de cette équation est A = b? —4ac = 9 — 8 = 1. Les solutions de cette équation sont

3+1

3
donc ¢; = — = 1 et g = —— = 2. Ainsi, on a d’aprées la formule du cours, 2 nombres réels A

2
et u tels que

an = AQY + pgy = A+ px 2"

On a ap = 1 (énoncé) et a; = 3ag+ by = 5. D’un autre coté, ag = A+ p et by = A+ 2u. On en déduit

le systeme d’équation suivant

Adp =1 A =1—pu
<~ <~
A2 =5 l—p+2u =5
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vneN, a,=-3+4x2".

4. On a donc
by =—2Xa,1=6—2x4x2"!

Ainsi,

V€N, b, =6-4x2"]

Résolution en utilisant les matrices

5. On calcule le déterminant 1 x 2 — (—2) x (—2) = —2 # 0. Ainsi, P est inversible et
b1 1 (2 2) B (—1 —%)
—o2\21) 1 o)
2
L, (-1 -1
10
=g 5)

Vn €N, D”:<1 0).

6. On a

Finalement,

7. D’apres le cours,

0 2"

8. — On montre les propriétés suivantes &2, : {A" = PD"P~'}.
— Initialisation : La propriété &, s’écrit A° = PD°P~1. Or, A° = I, et PD°P~! = PILbP~! = I,.
La propriété &, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que £, est vrai pour un certain rang n. (On a donc A" = PD"P~!)
A = Anx A
= PD"P'x PDP!
= PD"x DP!
= pp"tip!

La proposition &2, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z,) est héré-
ditaire.

— Conclusion : |Pour tout n € N, A® = PD"P~1,
9. On a
o @) _ 3a, +b,\ (3 1\ (a,
" A\ b )\ =24, ) (=2 0) \b, /"

‘Xn-l-l = AXn ‘

On conclut
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10. On montre les propriétés suivantes &7, : {X,, = A" Xy }.
Initialisation : La propriété &2, s’écrit Xy = A°X,. Or, A° = I, donc la propriété &, est donc
vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. (On a donc X,, = AXj )
Xn+1 = AXn

A X AnXO

An+1X0

La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (2,) est héré-
ditaire.

— Conclusion : | Pour tout n € N, X,, = A" X,. ‘
11. On a montré que A" = PD"P~!. Or
" 1 _2n+1
PD" = (_2 2n+1 )

On conclut alors que

_1+2n+1 _1_|_2n
n o __ np—1 _
Ar = PD"P _(2_2n+1 2_2n>

On a ensuite

_1_|_2n+1 _1+2n 1 B _1_|_2n+1_2_|_2n+1
2 — ol 2 -2 2/ 2 —ontl 4 g ontl
_ —3+2"x (2+2)
o\ 6—-2"%x(2+2)
On a alors
lan = —3+4x2"|
et

by =6—4x2" |

IT - Cas d’une matrice de Mj3(R)

Dans cette partie, on introduit les matrices

2 0 2 0 2 -1 01 2
B=1|1 -1 2], c=1|0 1 -1}/, T=10 11
0 —1 1 1 -1 2 0 01
L’objectif est de calculer B™ pour tout entier n.
1. On a
1 0 2
B-I;=|1 -2 2
0 -1 0
et
1 -2 2
(B-L)?=|-1 2 =2
-1 2 =2
Finalement,
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B et (B — I3)? sont non nulles. Supposons que B soit inversible. Alors
B(B-I)?=0<= B 'B(B-L)*=B'0+= (B-1)’=0

Ce qui est absurde au vu des calculs précédents. Donc

‘La matrice B n’est pas inversible. ‘

2. On a
-1 2 -1 2 =21
C—-Is=10 0 -1 2,—C=10 1 1
1 -1 1 -1 1 0
On calcule
-1 1 =3
cC-I;)=]-11 =2
1 0 2
Et finalement
100
CC—-0L)2I3—C)=10 1 0| =1;
0 01
3. d’apres la question précédente, C' est inversible et
-1 3 1
Cl'=C-L)(2-C)=]11 -1 0
1 -2 0
4. On calcule
0 2 2
C'xT=|[0 0 1
0 -1 0
On obtient donc
2 0 2
C'xTxC=|1 -1 2| =8.
0 —1 1
01 n+1
5. — On montre les propriétés suivantes pour n > 1, &, : <T" = |0 1 n
0 0 1
01 2
— Initialisation : La propriété &, s’écrit T' = |0 1 1|. La propriété &, est donc vraie.
0 01
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0
— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc 7" = | 0
0

O = =
— 3 +

Tt = T x T

o

n+1 0
n X
1

1

1

0

1 14+4n+1
1 1+n
0

1

1

0

o O
O =
— = N

1

n+ 2
n+1
1

S OO OO o O o

La proposition &2, 1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z,) est héré-
ditaire.

0
0
0

n-+1

1
— Conclusion : |Pour tout n e N, T" = 1
0

— 3 +

6. On montre d’abord par récurrence les propriétés suivantes &2, : {B" = C~'B"C}.
Initialisation : La propriété &, s’écrit B = C~'T°C. Or, B = I3 et C7'T°C = C'[,C = 5.
La propriété &, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que &2, est vrai pour un certain rang n. (On a donc B" = C~1T"C")

B = B"x B

o 'ThC x ¢ T e
C~ T x TC

= o't

La proposition &, 1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (2,) est héré-
ditaire.

— Conclusion : |Pour tout n € N*, B" = C~1T"(C.

-1 3 1 01 n+1 0 2 2n
clth=11 -1 0||l01 =n |=]0 0 1
1 -2 0 00 1 0 -1 1—n
On a donc
0 2 2n 0o 2 -1 2n  2—2n 4n—2
Pour tout n € N*, B" = C~'T"C' = [0 0 1 0 1 —-1|= 1 —1 2 )
0 -1 1—n 1 -1 2 l1-n n—-2 3-2n

Sommes et matrices. M Leboucher



